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泉州市 2021 届高中毕业班质量监测（三）参考答案与评析

高三数学选择题部分

一、选择题：本题共 8小题，每小题 5分，共 40分。在每小题给出的四个选项中，只有一项是符合题目

要求的．

1．已知 i是虚数单位，则“ a  i”是“
2 1a  � ”的

A．充分不必要条件 B．必要不充分条件

C．充要条件 D．既不充分也不必要条件

【命题意图】本小题以复数为载体，考查虚数单位的含义、复数的运算、充分必要条件等基础知识；考查

运算求解能力；考查数学运算和逻辑推理核心素养，体现基础性．

【试题简析】
2 1a  � ，即 a  ri，故“ a  i”是“ a  ri”的充分不必要条件．

故选 A．

【评析】以复数为载体，重在考查逻辑用语中的充要条件，考查对学科语言的理解。

2．已知集合 {( , ) | 8, , }A x y x y x y 
 �  �N ， {( , ) | 1}B x y y x ! � ，则 A B� 中元素的个数为

A． 2 B．3 C． 4 D．5

【命题意图】本小题主要考查集合的描述法、集合的运算等基础知识；考查逻辑推理、运算求解等能力；

考查化归与转化等思想；体现基础性，导向对发展逻辑推理、数学运算等核心素养的关注．

【试题简析】由已知可得8 1x y x x � ! � � ，所以 3.5x � ，又 x 
�N ，所以 1,2,3x  ，

所以 {(1,7), (2,6), (3,5)}A B  � ，共3个元素．

故选 B．

【评析】意在考查集合的表示和运算等集合，同时隐含对线性规划问题的教学要求的调整建议（定位为直

线方程的应用）。

3．函数 cos 2 sin( )
2

y x xS
 � � 的最小值为

A． 2� B．
9
8

� C．
5
8

� D．0

【命题意图】本小题主要考查诱导公式、二倍角公式、二次函数的最值等基础知识；考查运算求解能力；

考查转化与化归思想；体现基础性，导向对发展数学运算、逻辑推理等核心素养的关注．

【试题简析】
2cos 2 sin( ) 2cos cos 1

2
y x x x xS
 � �  � � ，

保密★使用前
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令 cos [ 1 1]t x � � ， ，则
2 21 92 1 2( )

4 8
y t t t � �  � � ，

所以当
1
4

t  � 时， cos 2 sin( )
2

y x xS
 � � 有最小值

9
8

� ．

故选 B．

【评析】本题以三角函数为背景，在恒等变换的基础上，通过换元法转化化归为区间上的二次函数问题，

着重体现对转化与化归思想的考查。

4．“立定跳远”是《国家学生体质健康标准》测试项目中的一项．已知某地区高中男生的立定跳远测试数

据[ （单位：cm）服从正态分布
2(200, )N V ，且 ( 220) 0.1P [  ≥ ，现从该地区高中男生中随机抽取

3人，并记[ 不．在 (180,220)的人数为 X ，则

A． (180 220) 0.9P [� �  B． ( ) 2.4E X  

C． ( ) 0.16D X  D． ( 1) 0.488P X  ≥

【命题意图】本小题主要考查正态分布、二项分布等基础知识；考查运算求解、数据处理等能力，考查数

形结合思想；体现基础性、创新性、应用性，导向对发展数据分析、数学运算、直观想象等

核心素养的关注．

【试题简析】因为
2~ (200, )N[ V ，所以 ( 180) ( 220) 0.1P P[ [  ≤ ≥ ，

则 (180 220) 1 2 ( 220) 0.8P P[ [� �  �  ≥ ，故 A错误．

因为 ~ (3,0.2)x B ，故 ( ) 3 0.2 0.6E X  u  ，故 B错误；

( ) 3 0.8 0.2 0.48D X  u u  ，故 C错误；

3( 1) 1 ( 0) 1 0.8 0.488P X P X �   �  ≥ ，故 D正确．

故选 D．

【评析】本题情境选取体现五育融合的立意，考查概率板块中的正态分布、二项分布的模型识别和期望方

差计算公式等基础知识。关注正态分布曲线的几何意义、数形结合思想的运用、概率分布模型的

识别问题。

5．已知单位向量 ,a b满足
1
4

�a b = ，且 2 �c = a b，则 sin ,  a c

A．
55
8

B．
3 6
8

C．
10
8

D．
3
8

【命题意图】本题考查向量及其分解与合成、向量的数量积、两个向量所成角及向量运算等基础知识；考

查运算求解、推理论证等能力或数形结合思想；体现基础性、综合性，导向对发展数学运算、
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直观想象、逻辑推理等核心素养的关注．

【试题简析】因为 � � 2 92 2
4

�  � �  �a c a a b a ab = ，

又因为 1 a ，且 � �22 2 22 4 4 6  �  � �  c c a b a ab b ，

则
9cos ,

4 6
�

  
�

a ca c
a c

，故
10sin ,
8

 a c ．

故选 C．

【评析】向量问题有两个处理思路，一是直接从运算入手（如前述解答），二是构图从几何意义入手，结

合图形寻找解题方案，两种思路各有优缺点。第二种思路的运算中，涉及正、余弦定理的应用，

但思维量大、运算难度也较大。

6．在长方体 1 1 1 1ABCD ABC D� 中， 1AB BC  ， 1 2AA  ，则异面直线 1AC 与 1BC所成角的余弦值

为

A．
3
6

B．
1
12

C．
3
6

� D．
1
12

�

【命题意图】本题考查立体几何中的位置关系、异面直线所成的角的概念，以及解三角形等基本知识；考

查空间想象能力和运算求解能力；考查化归与转化的数学思想；考查直观想象和数学运算、

逻辑推理等核心素养．

【试题简析】如图，补形，补一个完全一样的长方体，得到长方体 2 2 2 2�ABCD A B C D ，则直线 2 1 1B C B C& ，

于是异面直线 1AC 与 1B C所成角为 21�AC B 或其补角，

在 21'AC B 中， 1 2 11 1 2 2, 3, � �   AC B C

� �22 2 2 1 3 �  AB ，由余弦定理，得 1 2
4 3 9 3cos

62 2 3
� �

�   
u u

AC B ．

故选 A．



泉州市 2021届高中毕业班质量检测（三）数学试题 第 4 页（共 5 页）

【评析】本题可作为线线角问题的典型题例，解题方法多样。基本思路为将异面角转化化归为共面角（相

交直线的交角），可原图形内平移直线转化，也可如前述解法补形后转化；本题还可通过建系后，

使用坐标法求解。

本题最简单的做法是直接使用向量法： AB  
JJJG

a ， BC  
JJJG

b， 1CC  
JJJJG

c ，则 1AC  
JJJJG

a + b+ c，

1BC  
JJJG

b - c，利用向量数量积公式容易求解。因为三个基本向量两两垂直，故运算过程非常简捷。

警示如何定位与领会向向量课程的工具价值，如何形成自觉的工具运用意识。

7．已知
3
2

a  ，
3
2

b  ，
ln 3
ln 2

c  ，则

A． a b c! ! B． c b a! ! C． c a b! ! D． a c b! !

【命题意图】本小题主要考查对数运算、函数单调性等基础知识；考查逻辑推理、运算求解等能力；考查

函数与方程、化归与转化等思想；体现综合性，导向对发展逻辑推理、数学运算等核心素养

的关注．

【试题简析】因为
2 9 2

4
a  ! ，

2 3 2
2

b  � ，所以
2 2a b! ，又因为 , 0a b ! ，所以 a b! （排除 B），

3ln 2 ln8 ln 9 2ln 3 �  ，且 ln 2 0! ，所以
3 ln3
2 ln 2
� （排除 A、D），所以 c a b! ! ．

故选 C．

【评析】本题是三数排序的比较大小问题，可优先选择比较熟悉的两数先进行比较，结合选择题特点排除

部分选项，以提高正确选择的概率。如选 ,a b，还可通过考察
3( )
2

xy  的单调性得 a b! ，从而

排除 B；如选 ,a c，还可把 c改写为 2log 3，从而想到将 a改写为

3
2

2log 2 ，进而先比较 3和 2 2

的大小，得 c a! ，排除 A、D.

8．已知曲线
2 2: ( 4 )( 8 ) 0E y x y x� �  ，直线 1x my � 与 E有且只有 4个公共点，这些公共点从左到右

依次为 , , ,A B C D，设 1 1 2 2( , ), ( , )A x y B x y ，则下列结论中错误的是

A．
2
2

m ! 或
2
2

m � � B． 1 21x x� � �

C． 6CD ! D． 2AB CD�

【命题意图】本小题主要考查直线与抛物线的位置关系等基础知识；考查运算求解和推理论证等能力；考

查函数和方程、数形结合、转化与化归等数学思想；体现综合性、应用性和创新性，导向对

发展数学运算、直观想象、逻辑推理等核心素养的关注．

【试题简析】由已知，曲线C为抛物线 2 4y x 和抛物线 2 8y x � ，
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直线 1x my � 过定点 (1,0)，故直线必与抛物线
2 4y x 有两个不同的交点．

直线还需与抛物线
2 8y x � 有两个不同的交点．

联立 2

1
8

x my
y x
 �­

®  �¯
可得

2 8 8 0y my� �  ，

令判别式
264 32 0m'  � ! 可得

2 1
2

m ! ，故
2
2

m ! 或
2
2

m � � ，选项 A正确．

又 1 2 8y y  ，所以
2 2
1 2

1 2 ( ) ( ) 1
8 8
y yx x�  � � �  ，且 1 2 0x x� � ，故 1 21x x� � � ，

选项 B正确．

同时
2 2 2 2 2 2

1 2 1 2( ) ( ) 1 64 32 4 1 4 2AB x x y y m m m m � � �  � � �  � � � ．

联立 2

1
4

x my
y x
 �­

®  ¯
可得

2 4 4 0y my� �  ，

同理可得
24(1 )CD m � ，因为

2 1
2

m ! ，所以 6CD ! ，选项 C正确．

2

22

4 2 64 2
11

AB m
CD mm

�
  � �

��
，即 2AB CD� ，选项 D错误．

故选 D．

【评析】可由图形直观判断，当动直线与左抛物线相切时，CD 取得最小值，经计算
min

6CD  ，从而 C

正确。若已能判断 A,B正确，已基本可确定 D错误，可绕开判断 D正误的难点.
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泉州市 2021 届高中毕业班质量监测（三）参考答案与评析

高三数学选择题多选题部分

二、选择题：本题共 4小题，每小题 5分，共 20分。在每小题给出的选项中，有多项符合题目要求。全

部选对的得 5分，有选错的得 0分，部分选对的得 2分。

9．记等差数列{ }na 的前 n项和为 nS ．若 2 10a  ， 5 2S S ，则

A． 3 4S S B． 6 10a  C． nS 的最大值为30 D． na 的最大值为15

【命题意图】本小题主要考查等差数列的通项、前 n项和、性质及最值等基础知识；考查逻辑推理、运算

求解等能力；考查函数与方程、化归与转化等思想；体现综合性、综合性，导向对发展逻辑

推理、数学运算等核心素养的关注．

【试题简析】由 5 2S S ，得 5 2 3 4 5 43 0S S a a a a�  � �   ，即 4 0a  ，故 3 4S S ，A正确；

又由 2 10a  ，可求得 6 10a  � ，B错误；

又由 3 4S S ，及数列为递减数列，知 nS 的最大值为 4 3 23 30S S a   ，C正确；

再由{ }na 的公差 4 2 5
2

a ad �
  � ，得 na 的最大值为 1 2 15a a d �  ，D正确．

另解：由 5 2S S ，得 5 2 3 4 5 43 0S S a a a a�  � �   ，即 4 0a  ，

则{ }na 的公差 4 2 5
2

a ad �
  � ，得 4 ( 4) 20 5na a n d n � �  � ， 6 10a  � ．

则{ }na 为递减数列，故 3 4S S ， nS 的最大值为 4 3 30S S  ， na 的最大值为 1 15a  ．

故选 ACD．

【评析】本题综合考查等差数列的概念、通项公式、前 n项和公式，以及常用的基本性质，可作为复习训

练的典型例题使用。

10．已知函数 ( ) sin( )f x xZ M � （ 0Z ! ，
3
2

M S
d ）的部分图象如图所示，则

A． 2Z  B．
26
7

Z  C．
6

M �S
 D．

6
M S
 �

保密★使用前
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【命题意图】本题考查三角函数的图象与性质等基础知识；考查推理论证能力、运算求解等能力；考查数

形结合、化归与转化等思想；体现综合性，试题着重考查理性思维和数学探究，导向对发展

数学运算、直观想象、数学建模等核心素养的关注．

【试题简析】解法一：由图象过点
1(0, )
2

� ，得
1sin
2

I  � ，

又由
3π
2

M d ，得
5π=
6

M � 或
π=
6

M � 或
7π=
6

M .

由
7 3

2 12 4
T TS
� � ，得

12 18
7 7

Z� � （※）.

由图象过点
7π( ,0)
12

，且此点在递减区间内，得
7π + =2 π π( )
12

k kM � �Z ,

①当
5π=
6

M � ，
7π 11π+ =2 π ( )
12 6

k kZ M � �Z ，

若 =0k ，得
22=
7

Z ，不满足（※）；若 k取其它整数，Z均不满足（※）；

②当
π=
6

M � ，
7π 7π+ =2 π ( )
12 6

k kZ M � �Z ，

若 =0k ，得 =2Z ，满足（※）；若 k取其它整数，Z均不满足（※）；

③当
7π=
6

M ，
7π π+ =2 π ( )
12 6

k kZ M � �Z ，

若 =1k ，得
22=
7

Z ，不满足（※）；若 k取其它整数，Z均不满足（※）．

综上所述， 2Z  ，
6

M S
 � . 故选 AD．

解法二：由图象可知，
7 3

2 12 4
T TS
� � ，又

2T
Z
S

 ，则
12 18
7 7

Z� � （排除 B），故 2Z  ，

若
7
6

M S
 ，

7( ) sin(2 )
6

f x x S
 � ，

7'( ) 2cos(2 )
6

f x x S
 � ， '(0) 0f � ，不符合图象特征，

经检验，
6

M S
 � ，故选项 C错误，选项 D正确．

故选 AD．

11．已知函数
, 1,

( ) 1
ln , 1,

x x
f x x

x x

­ �° �®
°̄ ≥

( )g x kx k � ，则

A． ( )f x 在R上为增函数 B．当
1
4

k  时，方程 ( ) ( )f x g x 有且只有 3个不同实根

C． ( )f x 的值域为 ( 1, )� �f D．若 ( 1)( ( ) ( )) 0x f x g x� � ≤ ，则 [1, )k� �f

【命题意图】本小题主要考查基本初等函数，函数的图象与性质，函数与方程，不等式恒成立，导数的几

何意义等基础知识；考查推理论证、运算求解等能力；考查函数与方程、化归与转化，数形

结合等思想；导向对发展逻辑推理、数学运算等理性思维与数学探究核心素养的关注．
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【试题简析】函数 ( )f x 的图象如图

结合图象，可得选项 A错误，选项 C正确；

函数 ( )g x kx k � 的图象为过定点 � �1,0 的直线，

对于选项 B，当
1
4

k  时，由
1 1

1 4 4
x x
x
 �

�
，得

2 2 1 0x x� �  ，

所以直线
1 1
4 4

y x � 与
1
xy
x

 
�

相切， lny x 在 � �1,0 切线为 1y x � ，

所以直线
1 1
4 4

y x � 与函数 lny x 在 [1, )x� �f 有两个交点，

函数 ( )f x 图象与函数 ( )g x 图象有 3个交点，所以方程 ( ) ( )f x g x 有 3个不同实根，

选项 B正确；

对于选项 D，不等式 � � � �1 ( ) ( ) 0x f x g x� � ≤ 恒成立等价于

1x ! 时， ( ) ( )f x g x≤ ， 1x � 时， ( ) ( )f x g x≥ ．

（i） 1x ! 时， ln x kx kd � ，此时 1k≥ ；

（ii） 1x � 时， ( ) ( )f x g x≥ ，此时
1
4

k≥ .

综上，不等式 � � � �1 ( ) ( ) 0x f x g x� � ≥ 恒成立等价于 1k≥ ，选项 D正确．

故选 BCD．

【评析】本题是典型的给不同水平的学生提供展示机会的试题，是训练如何恰到好处见好就收的典型试题。

如：由特殊值 (0) 0, (1) 0f f  ，判断选项 A 错误，增加选择出部分正确选项的概率；由于

11
1 1
xy
x x

  � �
� �

，经历
1 1 1 11

1 1 1
y y y y

x x x x
 �  �  � �  � �

� � �
的图象变换过

程，得到 ( 1)
1
xy x
x

 �
�

的图象，判断 ( )f x 的值域为 ( 1, )� �f ，而单选 C；或由 1 ln 0x xt � t ，
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1 1 11 1 0, 0 0 1 1
1 1 1

x x y
x x x

� � � � � � � ! �  � � ! �
� � �

，判断 ( )f x 的值域为 ( 1, )� �f ，

而单选 C.

12．如图，已知正四棱柱 1 1 1 1ABCD ABC D� 的底面边长为1，侧棱长为 2，点 ,P Q分别在半圆弧q
1C C ，q1A A

（均不含端点）上，且 1, , ,C P Q C在球O上，则

A．当点 P在q
1C C 的中点处，三棱锥 1C PQC� 的体积为定值

B．当点 P在q
1C C 的中点处，过 1, ,C P Q三点的平面截正四棱柱所得的

截面的形状都是四边形

C．球O的表面积的取值范围为 (4π,8π)

D．当点Q在q
1A A的三等分点处，球O的表面积为 (11 4 3)π�

【命题意图】本题考查空间位置关系、度量关系等基础知识；考查空间想象、推理论证、运算求解等能力；

考查数形结合、化归与转化等思想；体现综合性、创新性，导向对发展数学运算、逻辑推理、

直观想象、数学抽象等核心素养的关注．

【试题简析】对于 A 选项，因为点Q到平面 1 1B BCC 的距离为定值1， 1, ,C P C 是定点，所以三棱锥

1C PQC� 的体积为为定值（
1

1 1 11 1
3 3 3C CPS h'� �  � �  ，不必求出），故 A正确；

对于 B选项，当点Q在半圆弧 1A A（不含端点）从上往下运动时，过 1, ,C P Q三点的平面截

正方体所得的截面的形状依次为梯形（已可排除 B）、平行四边形、五边形，故 B错误；

对于 C选项，

解法一：记E， F ，G分别为 1AA ， 1CC ， 1DD 的中点，

连接 EG， FG， EQ，因为 1C CP△ 为直角三角形，

所以 F 为 1C CP△ 的外心，

又因为GF A面 1C CP，所以球心O在线段 FG上，

设 GEQ T�  ， OG x ，则 1OF x � ，

由余弦定理得 2 2cosQG T � ，

则
2 2 2 2 (2 2cos )OQ OG QG x T �  � � ，

2 2 2(1 ) 1 2 2OC x x x � �  � � ，

因为 OQ OC ，所以
2 22 2cos 2 2x x xT� �  � � ，即 cosx T ，
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所以
2 2(cos 1) 1R T � � ，因为 cos (01]T � ，，所以

2 [1, 2)R � ．

所以外接球表面积的取值范围为[4 8S S�， ．

解法二：用极端法考虑．当点Q位于 1A或 2A 处，面积取最大值8S；当点Q位于G处，面

积取最小值4S，又因为Q与 1A或 2A 不重合，所以外接球表面积的取值范围为[4 8S S�， ，

故 C错误；

解法三：当点 ,P Q分别在半圆弧q
1C C ，q

1A A的中点处时，球心O在 1CC 的中点处，易知球

半径为 1，面积为 4S ，故 C错误.

对于 D选项，当点Q位于三等分处，
6

T S
 ，此时

2

2 3 111 1 3
2 4

R
§ ·

 � �  �¨ ¸¨ ¸
© ¹

，则外接

球表面积为 � �11 4 3� S．故 D正确．

故选 AD．
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泉州市 2021 届高中毕业班质量监测（三）参考答案与评析

高三数学填空题部分

三、填空题：本题共 4小题，每小题 5分，共 20分。

13． 6( 2)x � 展开式中，二项式系数最大的项的系数为 ．（用数字填写答案）

【命题意图】本小题主要考查二项式定理等基础知识，考查运算求解能力，体现基础性，导向对发展数学

运算等核心素养的关注．

【试题简析】依题意，二项式系数最大项为
3 3 3 3

4 6 2 160T C x x  ，其系数为160．

故答案为160．

14．甲问乙：“您有几个孩子”，乙说：“四个”．此时，一男孩过来．乙对甲说：“这是我小孩”，接着乙对

该男孩说：“去把哥哥姐姐都叫过来，你们四人一起跟甲去趟学校”．

根据上述信息，结合正确的推理，最多需要猜测 次，才可以推断乙的四个小孩从长到幼的

正确性别情况；第 3次才猜对的概率为 ．（第一空 2分；第二空 3分）

【命题意图】本小题主要考查古典概型等基础知识；考查阅读理解并提取信息进行推理论证的能力；体现

基础性、创新性、应用性，导向对发展理性思维与数学应用等核心素养的关注．

【试题简析】 记 iA为乙的第 i个孩子是男性，依题意，四个孩子从长到幼的性别情况有 1 2 3 4( , , , )A A A A ，

1 2 3 4( , , , )A A A A ， 1 2 3 4( , , , )A A A A ， 1 2 3 4( , , , )A A A A ， 1 2 3 4( , , , )A A A A ， 1 2 3 4( , , , )A A A A ，共

6种，最多需要猜测 5次，便可以知道乙的四个小孩从长到幼的正确性别情况；第 3次就猜

对的概率为
1
6
．

故答案为5； 1
6
．

15．圆锥曲线光学性质（如图 1所示）在建筑、通讯、精密仪器制造等领域有着广泛的应用．如图 2，一

个光学装置由有公共焦点 1 2,F F 的椭圆C与双曲线Cc构成，一光线从左焦点 1F 发出，依次经过Cc与

C的反射，又回到点 1F 历时m秒；若将装置中的Cc去掉，则该光线从点 1F 发出，经过C两次反射

后又回到点 1F 历时 n秒．若C与Cc的离心率之比为
1
3
，则

m
n
 ．

保密★使用前
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图 1 图 2

【命题意图】本题考查椭圆定义、双曲线定义、离心率等基础知识；考查推理论证、运算求解等能力；考

查数形结合、化归与转化等思想；体现综合性、创新性，导向对发展数学运算、逻辑推理、

直观想象等核心素养的关注．

【试题简析】设椭圆的长半轴长为 1a ，双曲线的实半轴长为 2a ，

在图 2左图中，由椭圆定义可得 1 2 12BF BF a�  ……①

由双曲线定义可得 2 1 22AF AF a�  ……②

①-②得 1 1 1 22 2AF AB BF a a� �  � ，

所以 1ABF' 的周长为 1 22 2a a� ．

在图 2右图中，光线从椭圆的一个焦点发出，被椭圆反射后经过椭圆的另一个焦点，

即直线 ED过点 2F ，所以 1EDF' 的周长为 14a ，

又因为椭圆与双曲线焦点相同，离心率之比为
1
3
，

所以 1 23a a ，又两次所用时间分别为 ,m n，

而光线速度相同，所以 1 2 2 2

1 2

2 2 6 2 1
4 12 3
a a a am

n a a
� �

   ．

16．若正数 ,x y满足 � �2 16xy x y�  ，则 x y� 的最小值为_________．

【命题意图】本小题主要考查不等式、函数与导数等基础知识；考查逻辑推理、运算求解等能力；考查函

数与方程、化归与转化等思想；导向对发展逻辑推理、数学运算等核心素养的关注．

【试题简析】令 t x y � ，则 � � � � � �2 2 16t y y t y y t y� �  �  

所以
2 216t y

y
 � ，令

216( )f y y
y

 � ，由 2
16'( ) 2 0f y y
y

 � �  ，解得 2y  .

� �0,2y� 时， '( ) 0f y � ， ( )f y 单调递减， � �2,y� �f 时， '( ) 0f y ! ， ( )f y 单调递增；

所以 ( )f y 的最小值为 (2) 12f  ，又对正数 ,x y有 0t x y � ! ，所以 min 2 3t  ．
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泉州市 2021 届高中毕业班质量监测（三）参考答案与评析

高三数学解答题 17-19 题部分

四、解答题：本题共 6小题，共 70分。解答应写出文字说明，证明过程或演算步骤。

17．（10分）

已知数列{ }na ，{ }nb 满足 1 9a  ， 1 10 9n na a�  � ， 1n nb a � ．

（1）证明：{ }nb 是等比数列；

（2）求数列{( 1) lg }n
nb� 的前 n项和 nS ．

【命题意图】本小题主要考查等比数列的定义与前 n项和等基础知识；考查运算求解能力；考查函数与方

程思想、化归与转化思想、分类与整合思想等．体现基础性和综合性，导向对发展数学运算

等核心素养的关注．

【试题解析】

解法一：（1）依题意，
1 1 1

1
n n

n n

b a
b a
� � �
 

�
·············································································· 1分

10 9 1 10 10 10
1 1

n n

n n

a a
a a
� � �

   
� �

（非零常数）．····························· 2分

又 1 1 1 10b a �  ．故{ }nb 为首项 1 10b  ，公比 10q  的等比数列．··················3分

（2）（1）由可知
1

1 10n n
nb b q �  ．··································································· 4分

所以 ( 1) lg ( 1) lg10 ( 1)n n n n
n nc b n �  �  � � ．·············································· 5分

①当 n为偶数时， ( 1 2) ( 3 4) [ ( 1) ]
2n
nS n n � � � � � � ���� � � �  ；·················· 7分

②当 n为奇数时，
1( 1 2) ( 3 4) [ ( 2) ( 1)]

2n
nS n n n �

 � � � � � � ���� � � � � �  � ．9分

故

,
2

1, .
2

n

n n
S

n n

­
°° ® �°�
°̄

为偶数，

为奇数

·························································（结论分）10分

解法二：（1）同解法一；

（2）由（1）可知
1

1 10n n
nb b q �  ．············································ （通项公式分）4分

所以 ( 1) lg ( 1) lg10 ( 1)n n n n
n nc b n �  �  � � ．·······························（运算分）5分

保密★使用前
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2 11 ( 1) 2 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)n n
nS n n� � � � � � � ��� � � � � � � ①

2 3 1( 1) 1 ( 1) 2 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)n n
nS n n ��  � � � � � � ��� � � � � � � � ②········· （方法分）6分

①-②得
2 12 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)n n

nS n � � � � � ��� � � � � ······························（方法分）7分

1( 1)[1 ( 1) ] ( 1)
1 ( 1)

n
nn �� � �

 � � �
� �

···················· （等比数列求和公式分）9分

1
1 1( 1) ( 1) 1 1( 1) ( ) ( 1)

2 2 2

n
n nn n

�
� �� � �

 � � �  � � � � �

故
11 1( ) ( 1)

4 4 2
n

n
nS � � � � � � ．···················································（结论分）10分

18．（12分）

脱贫攻坚取得的全面胜利是中国共产党领导全国人民创造

的又一个彪炳史册的人间奇迹．某地区有一贫困村坐落于半山平

台，村民通过悬崖峭壁间的藤条结成的“藤梯”往返村子，因而

被称为“悬崖村”．当地政府把“藤梯”改成钢梯，使之成为村

民的“脱贫天梯”，实现了“村民搬下来，旅游搬上去”，做到了

长效脱贫．

如图，为得到峭壁上的 ,A B两点的距离，钢梯的设计团队

在崖底的 ,P Q 两点处分别测得 1APQ D�  ， 1BPQ E�  ，

APB T�  ， 2AQP D�  ， 2BQP E�  ，且 PQ s ．

（1）用 1 2, , sD D 表示 AP；

（2）已知 1 17E  q， 2 150E  q， 90.0s  米， 51.3T  q，又经计算得 250.0AP  米，求 AB．

参考数据： sin13 0.225q | ， cos13 0.974q | ， sin 51.3 0.780q | ， cos51.3 0.625q | ．

【命题意图】本小题以“悬崖村”的脱贫事件为背景，以修建钢梯的测量为问题情境，考查正弦定理、余

弦定理，解三角形等基础知识；考查抽象概括能力，空间想象能力，运算求解能力与应用意

识和创新意识；考查转化与化归思想，函数与方程思想；考查基本活动经验；导向对数学抽

象，数学建模，数学运算核心素养的关注．
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【试题解析】（1）如图，在 APQ△ 中，根据正弦定理得
� �2 1 2sin sin π

AP PQ
D D D

 
� �

，···················· 3分

化简得
� �

2

1 2

sin
sin
sAP D
D D
�

 
�

；·······································································5分

（2）在 BPQ△ 中，根据正弦定理得
� �2 1 2sin sin π

BP PQ
E E E

 
� �

，····························6分

可得
� �

2

1 2

sin 90 0.5 200
sin 180 0.225

sBP E
E E

� u
   

q� �
，·······································7分

又在 ABP△ 中，根据余弦定理得
2 2 2 2 cosAB AP BP AP BP T � � � ············ 10分

代入得
2 40000 62500 2 200 250 0.625 40000AB  � � u u u  ，

所以 200AB  米． ·············································································12分

19．（12分）

永春老醋以其色泽鲜艳、浓香醇厚的独特风味，与山西陈醋、镇江香醋、保宁药醋并称中国四大名醋．为

提高效率、改进品质，某永春老醋生产公司于 2018年组织技术团队进行发酵工艺改良的项目研究．2020

年底，技术团队进行阶段试验成果检验，为下阶段的试验提供数据参考．现从改良前、后两种发酵工艺生

产的成品醋中，各随机抽取 100件进行指标值M 的检测，检测分两个步骤，先检测是否合格，若合格，

再进一步检测是否为一等品．因检测设备问题，改良后的成品醋有 20件只进行第一步检测且均为合格，

已完成检测的 180件成品醋的最终结果如下表所示．

指标区

间
[ 2, 1)� � [ 1,0)� [0,1) [1,2) [2,3) [3,4)

来源
改良

前

改良

后

改良

前

改良

后

改良

前

改良

后

改良

前

改良

后

改良

前

改良

后

改良

前

改良

后

个数 3 1 5 2 30 26 31 34 24 15 7 2

附：成品醋的品质采用指标值M 进行评价，评价标准如下表所示．
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[0,1)M � [1,3)M � [0,3)M �

一等品 二等品 三等品

合格 不合格

（1）现从样本的不合格品中随机抽取 2件，记来自改良后的不合格品件数为 X ，求 X 的分布列；

（2）根据以往的数据，每销售一件成品醋的利润 y（单位：元）与指标值M 的关系为

5, [0,1),
3, [1,3),
2, [0,3).

M
y M

M

�­
° �®
°� �¯

若欲实现“改良后成品醋利润比改良前至少增长 20% ”，则 20件还未进一步

检测的样本中，至少需要几件一等品？

【命题意图】本小题主要考查条件概率、独立性检验、数学期望等基础知识；考查数据处理能力、应用意

识和创新意识等；考查统计与概率思想；导向对发展逻辑推理、数学运算、数学建模、数据

分析等核心素养的关注．

【试题解析】（1）依题意，已检测的不合格品样本共有 20个，

其中改良前的有 15个，改良后的有 5个．······················································2分

0,1,2X  ．························································································· 3分

2 0
15 5

2
20

21( 0)
38

C CP X
C
�

   ；···································································· 4分

1 1
15 5

2
20

15( 1)
38

C CP X
C
�

   ；····································································· 5分

0 2
15 5

2
20

1( 2)
19

C CP X
C
�

   ．·····································································6分

故 X 的分布列为：

X 0 1 2

P
21
38

15
38

1
19

（2）由样本估计总体的思想，···········································································7分

改良前成品醋利润的数学期望
30 55 155 3 ( 2) 2.85
100 100 100

u � u � � u  ；·············· 8分

若要使“改良后成品醋利润比改良前至少增长 20% ”，

则改良后的利润至少应为 2.85 (1 20%) 3.42u �  . ····································· 9分

假设改良后 20个还未进行进一步检测的样本中，一等品有 x个，
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则，改良后的一等品有 26 x� 个，二等品有69 x� 个.

改良后成品醋利润的数学期望
26 69 55 3 ( 2)
100 100 100

x x� �
u � u � � u ．··············· 10分

依题意，
26 69 55 3 ( 2) 3.42
100 100 100

x x� �
u � u � � u ≥ ．································· 11分

求得 7.5x≥ ，

又 x�N，故 20个还未进行进一步检测的样本中，一等品至少需要 8个．·······12分
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泉州市 2021 届高中毕业班质量监测（三）参考答案与评析

高三数学解答第 20 至 22 题部分

20．（12分）

如图，在四棱锥 P ABCD� 中，二面角 P AD C� � 是直二面角， AD为等腰直角三角形 PAD的斜

边， 2AD CD  ， 1AB BC  ， 5BD  ，M 为线段 PC上的动点．

（1）当 PM MC 时，证明：PA //平面MBD；

（2）若平面MBD A平面 ABCD，求二面角 B MD C� � 的余弦值．

【命题意图】本题考查空间几何点线面位置关系、线面垂直的性质和判定、面面垂直的判定、点面距离的

求法等基础知识；考查空间想象能力、推理论证能力、运算求解能力；考查化归与转化的思

想；考查直观想象、逻辑推理和数学运算等核心素养．

【试题解析】

（1） 连结 AC交 BD于N ，连结MN，········································································1分

因为 2AD CD  ， 1AB BC  ，

所以 BD为 AC的垂直平分线，则 AN CN ，························································2分

又因为 PM MC ，所以MN为 PAC' 的中位线，则 PA //MN，······························ 3分

又因为 PA�平面MBD，MN �平面MBD， ......4分

所以 PA //平面MBD．······················································································· 4分

保密★使用前
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（2）

解法一：取 AD的中点O，因为平面 PAD A平面 ABCD，

所以OP A平面 ABCD，·············································································· 5分

过O作 AD的垂线作为 x轴，分别以 ,OD OP所在的直线为 y轴， z轴建立如图空间直角

坐标系，

则 (0,0,1)P ， (0, 1,0)A � ， (0,1,0)D ，··························································· 6分

由已知 2 2 21 4AB AD BD�  �  ，得 AB ADA ，故 (1, 1,0)B � ，························7分

假设 ( , ,0)C x y ，因为 ( , 1,0)AC x y �
JJJG

， ( 1, 2,0)BD  �
JJJG

， ( 1, 1,0)BC x y � �
JJJG

，

( , 1,0)DC x y �
JJJG

，

由
0

0

AC BD

BC DC

­ �  °
®

�  °̄

JJJG JJJG

JJJG JJJG ，得 2 2

2 2 0
1 0

x y
x x y
� � �  ­
®

� � �  ¯
，解得

8 1( , ,0)
5 5

C � ，··························· 8分

8 1 8 6, , 1 , ( , ,0)
5 5 5 5

PC DC§ · � �  �¨ ¸
© ¹

JJJG JJJG
，··························································· 9分

假设平面MCD的一个法向量是 � �1 1 1 1, , ,x y z n 则
1

1

0

0

PC

DC

­ �  °
®

�  °̄

JJJG

JJJG
n

n
，

即
1 1 1

1 1

8 5 0
4 3 0
x y z
x y
� �  ­

® �  ¯
，令 1 1 13, 4, 4,x y z   取 � �1 3, 4, 4 , n ·························· 10分

因为平面MBD A平面 ABCD，且 AC BDA ，

所以平面MBD的一个法向量是
8 4, ,0 ,
5 5

AC § · ¨ ¸
© ¹

JJJG
取 � �2 2,1,0 , n ························11分

假设二面角 B MD C� � 的平面角为T ，

因为二面角 B MD C� � 的平面角为锐角，
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则二面角 B MD C� � 的余弦值
1 2

1 2

10 2 205cos
4141 5

T
�

   
� u

n n
n n

． ........12分

解法二 ：（1）同解法一；

（2）因为 2 2 21 4AB AD BD�  �  ，得 AB ADA ，

又因为平面 PAD A平面 ABCD，············································································5分

故以点 A为原点，AB，AD所在的直线为 x轴，y轴，在平面 PAD内过点 A作 AD的垂线为 z

轴建立如图空间直角坐标系，

则 � �0,0,0A ， � �1,0,0B ， � �0,2,0D ， � �0,1,1P ，····················································6分

8 4, ,0
5 5

C § ·
¨ ¸
© ¹

，······································································································7分

于是
8 4, ,0
5 5

AC § · ¨ ¸
© ¹

JJJG
， � �0,1, 1PD  �
JJJG

，
8 6, ,0
5 5

DC § · �¨ ¸
© ¹

JJJG
，·······································8分

假设平面MCD的一个法向量是 � �1 1 1 1, , ,x y z n 则
1

1

0

0

PD

DC

­ �  °
®

�  °̄

JJJG

JJJG
n

n
，

即
1 1

1 1

0
4 3 0
y z
x y
�  ­

® �  ¯
，令 1 1 13, 4, 4,x y z   取 � �1 3, 4, 4 , n ········································· 10分

因为平面MBD A平面 ABCD，且 AC BDA ，

所以平面MBD的一个法向量是
8 4, ,0 ,
5 5

AC § · ¨ ¸
© ¹

JJJG
取 � �2 2,1,0 , n ································· 11分

假设二面角 B MD C� � 的平面角为T ，

则
1 2

1 2

10 2 205cos
4141 5

T
�

   
� u

n n
n n

．

因为二面角 B MD C� � 的平面角为锐角，所以其大小的余弦值
2 205
41

．····················· 12分
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解法三：（1）同解法一；

（2）以PA所在直线为 x轴， PD所在的直线为 y轴，过P作 AB平行线为 z轴，

································································································································5分

则 � �2,0,0A ， � �0, 2,0D ， � �0,0,0P ， � �2,0,1B ，·········································· 6分

3 2 2 2 8, ,
5 5 5

C
§ ·
¨ ¸¨ ¸
© ¹

，·····························································································7分

于是
2 2 2 2 8, ,
5 5 5

AC
§ ·

 �¨ ¸¨ ¸
© ¹

JJJG
， � �0, 2,0PD  
JJJG

，
3 2 3 2 8, ,
5 5 5

PC
§ ·

 ¨ ¸¨ ¸
© ¹

JJJG
，···················8分

假设平面MCD的一个法向量是 � �1 1 1 1, , ,x y z n 则
1

1

0

0

PD

PC

­ �  °
®

�  °̄

JJJG

JJJG
n

n
，

即
1

1 1 1

0

3 3 4 2 0

y

x y z

 ­°
®

� �  °̄
，令 1 1 14 2, 0, 3,x y z   � 取 � �1 4 2,0, 3 , �n ·················10分

因为平面MBD A平面 ABCD，且 AC BDA ，

所以平面MBD的一个法向量是
2 2 2 2 8, ,
5 5 5

AC
§ ·

 �¨ ¸¨ ¸
© ¹

JJJG
，取 � �2 1,1, 2 2 , �n ············· 11分

假设二面角 B MD C� � 的平面角为T ，

则 1 2

1 2

4 2 6 2 2 205cos
4141 10

T
� ��

   
� u

n n
n n

．

因为二面角 B MD C� � 的平面角为锐角，所以其大小的余弦值
2 205
41

．····················· 12分

解法四：（1）同解法一；

（2）取 AD的中点O，因为平面PAD A平面 ABCD，所以OP A平面 ABCD，过O作 AD的

垂线作为 x轴，分别以 ,OD OP所在的直线为 y轴， z轴建立如图空间直角坐标系，····5分

由已知 2 2 21 4AB AD BD�  �  ，得 AB ADA ，故 (1, 1,0)B � ，



泉州市 2021届高中毕业班质量检测（三）数学试题 第 5 页（共 11 页）

又 (0,0,1)P ， (0, 1,0)A � ， (0,1,0)D ， ( 1, 2,0)BD  �
JJJG

，······································ 6分

假设 0 0( , ,0)C x y ，因为 0 0( , 1,0) �
JJJG
AC x y ， 0 0( 1, 1,0) � �

JJJG
BC x y ， 0 0( , 1,0) �

JJJG
DC x y ，

由
0

0

AC BD

BC DC

­ �  °
®

�  °̄

JJJG JJJG

JJJG JJJG ，得
0 0
2 2

0 0 0

2 2 0
1 0

� � �  ­°
®

� � �  °̄

x y

x x y
，解得

8 1( , ,0)
5 5

C � ，

8 1 8 6, , 1 , ( , ,0)
5 5 5 5

PC DC§ · � �  �¨ ¸
© ¹

JJJG JJJG
，······························································ 7分

假设 � �, ,M x y z ， � �, , 1 �
JJJJG
PM x y z ，设

8 1, ,
5 5

O O O O§ ·  � �¨ ¸
© ¹

JJJJG JJJG
PM PC ，

解得
8 1, ,1
5 5
O O O§ ·� �¨ ¸

© ¹
M ，

8 1, 1,1
5 5
O O O§ · � � �¨ ¸

© ¹

JJJJG
DM ，

因为平面MBD A平面 ABCD，且 AAC BD，则 AAC DM ，

又因为
8 4, ,0
5 5

§ · ¨ ¸
© ¹

JJJG
AC ，所以

8 4 8 1 60 4, ,0 , 1,1 0
5 5 5 5 25 5

O O O O§ · § ·�  � � � �  �  ¨ ¸ ¨ ¸
© ¹ © ¹

JJJG JJJJG
AC DM ，

解得
1
3

O  ，于是
8 1 2, ,
15 15 3
§ ·�¨ ¸
© ¹

M ，则
8 16 2, ,
15 15 3
§ · �¨ ¸
© ¹

JJJJG
DM ，······························8分

假设平面MCD的一个法向量是 � �1 1 1 1, , ,x y z n 则
1

1

0

0

DC

DM

­ �  °
®

�  °̄

JJJG

JJJJG
n

n
，

即
1 1

1 1 1

4 3 0
4 8 5 0

�  ­
® � �  ¯

x y
x y z

，令 1 1 13, 4, 4,x y z   取 � �1 3, 4, 4 , n ··························· 10分

依题意可取平面MBD的一个法向量为
8 4, ,0 ,
5 5

AC § · ¨ ¸
© ¹

JJJG
取 � �2 2,1,0 , n ··················11分

假设二面角 B MD C� � 的平面角为T ，

则
1 2

1 2

10 2 205cos
4141 5

T
�

   
� u

n n
n n

．

因为二面角 B MD C� � 的平面角为锐角，所以其大小的余弦值
2 205
41

．．·············· 12分

21．（12分）

已知椭圆
2 2

: 1
4 3
x yC �  的左、右顶点分别为 ,A B，右焦点为 F ，折线 1 ( 0)x my m�  z 与C交于

,M N 两点．
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（1）当 2m  时，求 MF NF� 的值；

（2）直线 AM 与 BN 交于点P，证明：点 P在定直线上．

【命题意图】本题主要考查直线与椭圆的位置关系、弦长计算、两直线的位置关系等基础知识；考查运算

求解能力、应用意识和创新意识等；考查数形结合、化归与转化等思想；体现综合性、创新

性，导向对发展逻辑推理、数学运算、直观想象、数学抽象等核心素养的关注．

【试题解析】

解法一：（1）由已知可得 (1,0)F ，设点M 关于 x轴的对称点为 1M ，

则 1MF M F ，··························································································· 1分

如图，不妨设直线 2 1x y � 与椭圆相交于 1,M N 两点，

设 1 1 1 2 2( , ), ( , )M x y N x y ，

联立 2 2

2 1

1
4 3

x y
x y
 �­

°
®

�  °̄
，可得

2 23(2 1) 4 12 0y y� � �  ，即
216 12 9 0y y� �  ，················ 3分

所以 1 2 1 2
3 9,
4 16

y y y y�  �  � ，·········································································· 4分

故
2 2

1 1 1 2 1 2( ) ( )MF NF M F NF M N x x y y�  �   � � �

2 2
1 2 1 2

9 151 2 ( ) 4 5 5
16 4

y y y y � � � �  � �  ．································ 5分

（2） 由已知可得 ( 2,0), (2,0)A B� ， 1 1 1( , )M x y ， 1 1 2 2( , ), ( , )M x y N x y� ，

不妨设直线 1� myx 与椭圆相交于点 NM ,1 ，

联立 2 2

1

1
4 3

x my
x y
 �­

°
®

�  °̄
，可得

2 23( 1) 4 12 0my y� � �  ，即
2 2(3 4) 6 9 0m y my� � �  ，······6分



泉州市 2021届高中毕业班质量检测（三）数学试题 第 7 页（共 11 页）

所以 1 2 1 22 2
6 9,

3 4 3 4
my y y y

m m
� �

�   
� �

，······························································· 7分

且 )(
2
3

2121 yyymy � . ··················································································· 8分

直线 1

1

: ( 2)
2
yAM y x

x
�

 �
�

，

直线 2

2

: ( 2)
2

yBN y x
x

 �
�

，···············································································9分

联立两直线方程，消去 y可得
)1(
)3(

)2(
)2(

2
2

21

12

21

12

�
�

� 
�
�

� 
�
�

myy
myy

xy
xy

x
x

，·························10分

即 3
3)(

2
3

3)(
2
3

3
3

2
2

121

221

112

221 � 
��

��
� 

�
�

� 
�
�

yyy

yyy

yymy
yymy

x
x

，·············································11分

所以 2 3( 2)x x�  � � ， 1x  ，

即点 P在定直线 1x  上．·················································································· 12分

解法二：（1）同上.

（2）由已知可得 ( 2,0), (2,0)A B� ， 1 1 1( , )M x y ， 1 1 2 2( , ), ( , )M x y N x y� ，

不妨设直线 1� myx 与椭圆相交于点 NM ,1 ，

联立 2 2

1

1
4 3

x my
x y
 �­

°
®

�  °̄
，可得

2 23( 1) 4 12 0my y� � �  ，即
2 2(3 4) 6 9 0m y my� � �  ，···6分

所以 1 2 1 22 2
6 9,

3 4 3 4
my y y y

m m
� �

�   
� �

，····························································7分

直线 1

1

: ( 2)
2
yAM y x

x
�

 �
�

，
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直线 2

2

: ( 2)
2

yBN y x
x

 �
�

，··········································································· 8分

由点M 在椭圆上，可知
2 2
1 1

3 ( 4)
4

y x � � ，

所以 1 1

1 1

23
2 4
y x

x y
� �

 �
�

，

所以直线 1

1

23: ( 2)
4
xAM y x
y
�

 � ，·································································· 9分

联立两直线方程，消去 y可得 1 2

1 2

23 ( 2) ( 2)
4 2
x yx x
y x
�

� �  �
�

，

即 1 2

1 2

3 2
4 2 ( 2)( 2)

y yx
x x x
�

�  
� � �

，········································································ 10分

即 1 2 1 2 1 2
2

1 2 1 2 1 2 1 2

3 2
4 2 ( 2)( 2) ( 1)( 1) ( ) 1

y y y y y yx
x x x my my m y y m y y
�

�    
� � � � � � � �

，

所以 2 2 2
3 2 9 9
4 2 9 6 3 4 4
x
x m m m
� �

�   �
� � � � �

，···················································11分

所以 2 3( 2)x x�  � � ， 1x  ，

即点 P在定直线 1x  上．··············································································· 12分

解法三：（1）同上．

（2）由已知可得 ( 2,0), (2,0)A B� ， 1 1 1( , )M x y ， 1 1 2 2( , ), ( , )M x y N x y� ，

不妨设直线 1� myx 与椭圆相交于点 NM ,1 ，

联立 2 2

1

1
4 3

x my
x y
 �­

°
®

�  °̄
，可得

2 23( 1) 4 12 0my y� � �  ，即
2 2(3 4) 6 9 0m y my� � �  ，······6分

所以 1 2 1 22 2
6 9,

3 4 3 4
my y y y

m m
� �

�   
� �

，······························································· 7分

设直线 1,AM AN 的斜率分别为 1 2,k k ，则
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1 2 1 2 1 2 1 2
1 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 22 2 ( 2)( 2) ( 3)( 3) 3 ( ) 9
y y y y y y y yk k

x x x x my my m y y m y y
�  �    

� � � � � � � � �

2 2 2
9 1

9 18 27 36 4m m m
�

  �
� � � �

，······························································ 8分

所以直线 ,AM AN 的斜率满足 1 2
1
4

k k� �  ，

又设直线 BN 的斜率为 3k ，则

2
2 2 2

2 3 2
2 2 2

3
2 2 4 4

y y yk k
x x x

�  �   �
� � �

··································································· 9分

所以直线 ,AM BN 的斜率满足 1

3

1
3

k
k
�

 � ····························································10分

故直线 3 3
1: ( 2), : ( 2)
3

AM y k x BN y k x � �  � ·················································11分

联立解得 1x  ，

即点 P在定直线 1x  上．··············································································· 12分

22．（12分）

已知函数 ( ) e sinxf x a x x� � � ．

（1）若 ( )f x 在 (0, 2π)单调递减，求实数 a的取值范围；

（2）证明：对任意整数a， ( )f x 至多 1个零点．

【命题意图】本小题主要考查函数与方程，不等式，导数的应用等基础知识，考查逻辑推理，运算求解能

力，体现综合性，导向对发展数学抽象、数学运算、逻辑推理、直观想象等核心素养的关注．

【试题解析】解法一：

（1） ( ) e cos 1xf x a x�c  � � � . ····························································1分

【当 0a≥ 时， ( ) 0f xc ≤ 显然成立.
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········································（无持续求解，只写这一结论，可补这 1分.)2分】

( )f x 在 (0, 2π)单调递减�对 (0, 2π)x� ，恒有 ( ) 0f xc ≤

� (0, 2π)x� ，恒有 � �e cos 1xa x �≥ ，····················· 2分

令 � �( ) e cos 1xg x x � （ [0, 2π]x� ），························································ 3分

则 � � π( ) e cos 1 sin e 2 sin 1
4

x xg x x x x§ ·§ ·c  � �  � � �¨ ¸¨ ¸
© ¹© ¹

，

令 ( ) 0g xc  ，解得
3π 0, 2
2

x x x   S�（或 或 ．············································ 4分

则当
3π0,
2

x § ·�¨ ¸
© ¹

时， ( ) 0g xc � ， ( )g x 单调递减；当
3π ,2π
2

x § ·�¨ ¸
© ¹

时， � � 0g xc ! ， ( )g x

单调递增. ························· 5分

又 (0) (2π) 0g g  ，所以当 [0, 2π]x� 时， max( ) 0g x  .

所以 0a≥ . ························································································· 6分

（2）令 ( ) sinx x xM  � ，则 ( ) cos 1 0x xMc  � ≤ ，所以 ( )xM 单调递减，

又因为 (0) 0M  ，

所以 0x≥ 时， sin 0x x� ≤ ； 0x � 时， sin 0x x� ! . ······························· 7分

令 ( ) e (sin )xF x a x x � � ，则 ( )F x 与 ( )f x 零点一致. ······························8分

当 0x≥ 时， � �� �( ) e (sin ) cos 1 0xF x x x xc  � � � ≤ ，

所以 ( )F x 递减， ( ) (0)F x F a ≤ . ·······························9分

当 0x � 时，有 e (sin ) e (1 )x xa a x x a x� � � � �≤ ，

令 � �( ) e (1 ) 0xG x a x x � � � ，

因为 ( ) e 0xG x xc  � ! ， ( ) ( ,0)G x �f在 递增，

所以 0( ) (0) e (1 0) 1G x G a a�  � �  � . ······························10分

故 ( ) 1a F x a� � � .

综上，当 0a≥ 时， ( )F x 在 0x≥ 有唯一零点，在 0x � 恒正不存在零点；·········· 11分

当 1a �≤ 时， ( ) 1 0F x a� � ≤ ，不存在零点. ························· 12分
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即对任意整数 a， ( )F x 至多 1个零点，所以 ( )f x 至多 1个零点．

解法二：（1）同解法一

（2）当 0a≥ 时， � �( ) e cos 1 0xf x a x�c  � � � ≤ 恒成立， ( )f x 为递减函数，

所以 ( )f x 至多 1个零点. ···························7分

令 ( ) sinx x xM  � ，则 ( ) cos 1 0x xMc  � d ，所以 ( )xM 单调递减，

又因为 (0) 0M  

则 0x≥ 时， sin 0x x� ≤ ； 0x � 时， sin 0x x� ! . ························· 8分

当 1a �≤ 时， ( ) e sin e sinx xf x a x x x x� � � � � � �≤ . ························ 9分

令 ( ) e sinxx x xI � � � � ．

当 0x≥ 时， ( ) e sin sin 0xx x x x xI � � � � � � ≤ . ······················· 10分

当 0x � 时， ( ) e cos 1xx xI �c  � � ； ( ) e sin 1 sin 0xx x xI �cc  � � � �≤ ≤ ,

所以 ( )xIc 在 0x � 时单调递减，此时 ( ) (0) 1xI Ic c!  ，

所以 ( )xI 在 0x � 时单调递增，

所以 ( ) (0)= 1xI I �≤ .

综上所述，当 1a �≤ 时， ( ) 0xI � . ·····································11分

所以当 1a �≤ 时， ( ) e sin 0xf x x x�� � � �≤ . ····································12分

所以，对任意整数 a，函数 ( )f x 至多 1个零点．


